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Door uitschrijven van de definitie kan op een eenvoudige wijze worden
aangetoond dat de gemiddelde kwadratische fout van een schatter t voor een

parameter 0 gelijk is aan

6(t) = V(r) + BX(¢) - (3.2.19)

De nauwkeurigheid van een schatter wordt dus door zowel de variantie als de
vertekening bepaald. Voor een zuivere schatter geldt dat de variantie en
gemiddelde kwadratische fout aan elkaar gelijk zijn, want de vertekening is
dan immers nul. Bij het kiezen van een schatter moet men zich richten op de
gemiddelde kwadratische fout. Men kan een schatter kiezen die zuiver is en
een kleine variantie heeft of een onzuivere schatter met geringe gemiddelde
kwadratische fout. In dat laatste geval is de nodige voorzichtigheid met
het hanteren van statistische toetsen geboden. Toch zijn situaties denkbaar
waarin men een onzuivere schatter kan kiezen. Door de onbekendheid met de
aard van de vertekening (richting en grootte) ligt ons inziens de keuze van

een zuivere schatter meer voor de hand.

De vier hiervoor genoemde karakteristieken van een schatter, nameli jk
verwachting, variantie, vertekening en gemiddelde kwadratische fout, vormen
de instrumenten waarmee steekproefstrategie€n op hun waarde geschat kunnen
worden. Analyse van deze karakteristieken bij diverse strategie&n biedt
aanknopingspunten bij onderzoek naar methoden ter bestrijding van de nega-
tieve invloed van non-respons, die, zoals we later zullen zien, tot onzui-
vere schatters leidt. Alvorens verder te gaan met de non-respons bespreken
we eerst in het algemeen het effect van onzuivere schatters op het schatten

van populatieparameters.

3.3. Onzuivere schatters

Als op grond van een steekproef uitspraken moeten worden gedaan over een
populatieparameter, dan wordt het geven van een schatting alleen vaak niet
als voldoende ervaren. Teneinde de schatting beter te kunnen interpreteren,
moet er een indicatie komen over de mate waarin de schatting bij de werke-
1i jke waarde in de buurt ligt. Een traditrioneel veel gebruikt instrument om

de kwaliteit van de schatting aan te geven, is het betrouwbaarheidsinterval.
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worden dat de kans dat zs de parameter 0 bevat, gelijk is aan 0,95. Is er
sprake van een vertekening dan is de kans dat 8 in ES ligt kleiner. Zo
geldt dat wanneer bijvoorbeeld de vertekening B(t) even groot is als de
standaardfout S(t), de kans dat @ in I ligt, slechts gelijk is aan 0,83.
De kans dat ® zich in het geschatte lnterval I bevindt, is voor een onzui-
vere schatter 2ltijd kleiner dan deze kans bij een zuivere schatter. Dui-
delijk is te zien dat naarmate B(t)/S(t) meer van O afwijkt, de waarde van

P(DCIS) steeds verder onder de bedoelde waarde 0,95 zakt.

Figuur 3.3.1. P(Gc}s) als functie van B(t)/S(t)

1.0

1-o0 = 0,95

P[Btlsl

B(£)/S(t)

We dienen ons af te vragen of grote waarden van B(t)/s(t) in de praktijk
voorkomen. Dit is inderdaad het geval. De variantie (en dus ook de stan-
daardfout) van het steekproefgemiddelde neemt af met een toenemende steek—
proefomvang, terwijl in het algemeen de vertekening niet afneemt bij een
toenemende steekproefomvang. Bij een tweemaal zo grote steekproefomvang
wordt (bij een enkelvoudige aselecte steekproef met teruglegging) de stan-—
daardfout »2 maal zo klein. Het quoti¥nt B(g)/s(g) wordt dus een factor

v2 groter. Bij grote steekproeven is een kleine vertekening al voldoende om
het gebruik van het klassieke betrouwbaarheidsinterval op zijn minst twij-

felachtig te maken. We komen hier ook op terug in hoofdstuk 8.
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Het falen van het klassieke betrouwbaarheidsinterval vindt zijn oorzaak
in het gebruik van de varlantie als maat voor de kwaliteit van een schat-
ter. Het betrouwbaarheidsinterval voor de zuivere schatter is gebaseerd op
het verschillen tussen t en E(t)=6. Bij de onzuivere schatter wordt even-
eens gekeken naar E(t) maar deze is nu niet gelijk aan 6. De enige
manier om er voor te zorgen dat het betrouwbaarheidsinterval op basis van
de onzuivere schatter met dezelfde kans de parameter @ bevat als het be-
trouwbaarheidsinterval voor de zuivere schatter, is om de breedte van het
interval te vergroten. Dit betekent dat het interval voor de onzuivere
schatter per definitie groter is dan die van de zuivere schatter, bij het-
zelfde betrouwbaarheidsniveau. We kunnen de situatie verbeteren als we een
andere maat voor de kwaliteit nemen, een maat die rekening houdt met de
vertekening. Een goede maat hiervoor is de gemiddelde kwadratische fout.
Wat we willen, is een interval van de vorm

N

Ip = (t - cF(r), t+ cF(r)), (3.3.5)

waarin de index F bij I aangeeft dat de gemiddelde fout F(r) is gebruike.

Voor dit interval moet c zodanig worden gekozen dat geldt
P(8 € lr) 21-a, (3.3.6)

ongeacht de omvang van de mogelijke vertekening van de schatter t. Een
gelijkheid zal in relatie (3.3.6) nooit haalbaar zijn omdat in het algemeen
de omvang van de vertekening onbekend is. Het is inderdaad mogelijk om een
waarde van ¢ te bepalen zodenig, dat aan relatie (3.3.6) is voldaan. Daar-

bij moet wel het streven naar een centraal betrouwbaarheidsinterval worden

losgelaten. Onder een centraal betrouwbaarheidsinterval verstaat men een
betrouwbaarheidsinterval waarbij de kans dat de ondergrens van het interval
groter is dan de parameter gelijk aan de kans dat de bovengrens vam het
interval kleiner is dan de parameter. Met andere woorden de kans dat #
kleiner is dan de ondergremns van het interval is gelijk aan de kans dat @
groter is dan de bovengrens van het interval. Bij een centraal betrouwbaar-
heidsinterval zijn de twee staarten van de verdeling even groot. Onder een
symmetrisch interval daarentegen verstaat men een interval waarbi] de

grenzen symmetrisch liggen ten opzichte van de schatting.
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Stelling 3.3.2.
Voor c>1,5 geldt bij benadering dat

P(0 € ;F) > #(c) - #(-c) , (3.3.7)
waarin ¢ de verdelingsfunctie van de standaardnormale verdeling.
Het bewijs van stelling 3.3.2 staat in appendix A.
Een gevolg van stelling 3.3.2 is dat als we voor ¢ de waarde U2 invullen,

waarbij ua/2>l,5, een betrouwbaarheidsinterval met een betrouwbaarheid van

minstens 1-a gevonden kan worden met behulp van

(L = ugoF(E), £+ u F(E) , (3.3.8)
waarin u./2 de traditioneel gebruikte waarde is, waarvoor een standaardnor—
maal verdeelde stochastische variabele een overschrijdingskans a/2? heeft.
In figuur 3.3.2 zijn zowel P(GEES) als P(BCLF) getekend als functie van

B(t)/s(t) voor o=0,05.

Figuur 3.3.2. P(GEES) en P(GEIF} als functie van B(t)/S(t) voor ao=0,05

Plec1 )

1-a = 0,95

Plﬁt!s]

-6 -4 -2 1] 2 4 ]
Blt)/5(E)
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Uit de grafiek wordt duidelijk dat het alternatieve betrouwbaarheidsinter-
val IF een conservatief betrouwbaarheldsinterval is, dat wil zeggen het
interval bevat met een grotere kans dan 0,95 de parameter 6. Daarmee zitten
we dus aan de veilige kant. Voor kleine waarden van B(t)/S(t) is de be-
trouwbaarheid vrijwel gelijk aan l1-a, ook daar waar het traditionele inter-

val 1. al veel te kleine waarden oplevert. Naarmate de waarde van 8(5)/5(5)

toeneimt, wordt de onbetrouwbsarheid van I, kleiner dan a. Dit leidt in
ieder geval nooit vaker tot verkeerde conclusies dan bij het gebruik van
het klassieke interval. De feitelijke onbetrouwbaarheid is kleiner dan de
gewenste onbetrouwbaarheid, doordat het interval naar beide kanten vergroot
is, vanwege de onbekendheid van de richting van de vertekening. Een ander
aspect van het interval gebaseerd op de gemiddelde fout i1s dat in tegen-
stelling tot het interval dat uitgaat van de standaardfout, de breedte van

het interval niet naar nul gaat indien de steekproefomvang n toeneemt. Voor

lF geldt

I=(t-c/ s2(c) + B2(t), t+ ¢ / si(r) + B(r) )

terwijl voor I_ geldt

5

/o2

L= -c/ s, t+ey 550

Indien de steekproefomvang n toeneemt zal de standaardfout afnemen maar
dit geldt niet voor de vertekening. In figuur 3.3.3 is de halve breedte van
getekend als functie van n. Hierbij

de betrouwbaarheidsintervallen 1_ en 1

is er van uitgegaan dat de variaitie vzn de onzuivere schatter even groot
is als die van de zuivere schatter. Is dit niet het geval en is deze
variantie van de onzuivere schatter bijvoorbeeld vier maal zo klein dan
krijgen we een ander verloop van de functie. In figuur 3.3.3 is ook laatst-

*
genoemde functie getekend (aangegeven met IF).
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betrouwbaarheidsinterval waarvan de totale onbetrouwbaarheid gelijk i{s aan
20((u§/2+ 1)5). Uit tabel 3.3.1 blijkt dat deze onbetrouwbaarhelid veel
kleiner is (circa 55%) dan de gewenste onbetrouwbaarheid. Dit wordt veroor-
zaakt door de onbekendheid van de richting van de vertekening. Is deze
richcing bekend dan hoeft de onbetrouwbaarheld niet zo veel kleiner te wor-

den maar zal nog altijd kleiner dan a zijn.

Tabel 3.3.1. De gerealiseerde onbetrouwbaarheid als linker en rech-
ter onbetrouwbaarheid niet groter mogen zijn dan a/2

a udIZ 24( u.m,2 + L)
0,10 1,645 0,054
0,05 1,960 0,028
0,02 2,326 0,011
0,01 2,576 0,006

Het 15 nier mogelijk om voor onzuivere schatters eem centraal en symme-
trisch betrouwbaarheidsinterval voor de schatter t voor a te maken. Het
vasthouden aan eenzijdige onbetrouwbaarheden die elk niet meer mogen zijn
dan de helft van de totale onbetrouwbaarheid is bij onzulvere schatters
geen haalbare kaart. Het vasthouden aan deze els zal in de prakcijk een
groter aantal waarnemingen verelsen dan we nodig zouden hebben als we de

richting van de vertekening zouden weten (bij gelijkblijvende precisie).

We kunnen concluderen dat bij onzulvere schatters het klassieke betrouw-
baarheidsinterval niet meer het julste instrument Is om de nauwkeurigheid
van de schattingen aan te geven. Zie hiervoor bijvoorbeeld figuur 3.3.3
waar men kan aflezen dat indien n toeneemt, voor zulvere schatters de

breedte van dit betrouwbaarheldsinterval I  naar 0 gaat terwijl dit voor

onzuivere schatters niet geldt. Indlen toc: gebruik wordt gemaakt van het

traditionele interval, dient men te beseffen dat slechts de onzekerheid ten
gevolge van de steekproeftrekking wordt gekwantificeerd. Een mogell jke aan-
pak van dit probleem is om bij de constructie van het betrouwbaarheldsinter—

val de varlantie te vervangen door de gemiddelde kwadratische fout. Bij het
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zijn het optreden van parti¥le non-respons en de situatie waarin alleen de
centrale vraag van het onderzoek (zie hoofdstuk 9) wordt beantwoord. Men
zou ook voor deze situaties een responsvariabele kunnen invoeren. Voor het
verschijnsel parti¥le non-respons doen we dat niet aangezien we ons in dit
kader uitsluitend met volledige non-respons bezighouden. Voor de centrale
vraag wordt een indicator ingevoerd in hoofdstuk 9 die grote gelijkenis met
I vertoont. De omvang van de respons, welke gelijk is aan het aantal
responderende elementen in de steekproef, wordt genoteerd met

N
m= I ra , (3.4.1)
k=1 KK

waarbi j 8, de variabele is die aangeeft hoe vaak element k in de steekproef
wordt getrokken en r, per definitie de waarde O aanneemt als ap=0. Het zal
duideli jk zijn dat voor een geselecteerd element k de waarde Yy van de
doelvariabele slechts gemeten kan worden indien r,=1. Deze gerealiseerde
steekproefomvang heeft, in tegenstelling tot wat in de praktijk doorgaans

wordt verondersteld, een stochastisch karakter.

Bij het opnemen van het verschijnsel non-respons in de steekproeftheorie
tlijkt het zinvol om twee benaderingen te onderscheiden. De twee hieruit
voortvloeiende modellen zullen worden aangeduid met het Stochastische Res-
ponsmodel (SRM) en het Vaste Responsmodel (VRM).

Definitie 3.4.2.

Het Stochastische Responsmodel assoclieert met elk element k in de populatie

U een responskans p, (k=1,2,...,N).

Voor elk in de steekproef getrokken element wordt een kansmechanisme geacti-
veerd dat met de bijbehorende responskans resulteert in respons en met de

complementaire kans in non-respons. We veronderstellen bij het Stochastische
Responsmodel dat het selectiemechanisme en het responsmechanisme onafhanke-

1ijk van elkaar werken, dus dat a, en r, stochastisch onafhankelijk zijn.
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Gevolg
Voor element k geldt de relatie

B(x, =1) = p

» (3.4.2)

k

voor k=1,2,...,N.

Naast de grootheid m, die de gerealiseerde steekproef aanduidt, wordt ook de

stochastische variabele E, gedefinieerd door

N

1
= E-kfl W Ek"k (3.4.3)

i

ingevoerd. Dit is een zuivere schatter voor het gemiddelde

N
I

ol
L}

A (3.4.4)

|-

k=1

van de responskansen in de populatie. De grootheid E schat dus de fractie
respondenten in de populatie. Een nuttige grootheid die later nog veel ge-

bruikt zal worden, is het gewogen gemiddelde van de responskansen.

Definitie 3.4.3.

Het gewogen gemiddelde p van de responskansen in de populatie U is gelijk

aan

E-l- }E‘ L (3845)
P kel

waarin #y,7),...,%y de insluitverwachtingen. Zijn de insluitverwachtingen
alle hetzelfde (en dus gelijk aan n/N), dan reduceert p tot het ongewogen
gemiddelde p. Merk op dat de grootheid E = m/n een zuivere schatter is voor
p. Het gewogen gemiddelde p kan worden opgevat als de verwachting van het

gemiddelde van de responskansen van de steekproefelementen.
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Het Stochastische Responsmodel speelt met name een rol in de fase van
het steekproefonderzoek waarin de onderzoeker het toe te passen steekproef-
ontwerp en de schattingsprocedure moet vastleggen. Door de theorie uit te
werken voor een aantal steekproefstrategie¥n en daarin eventueel aanwezige
kennis of vermoedens ten aanzien van de structuur van de responskansen te
verwerken, kan een beeld verkregen worden van de mogeli jke effecten van het
optreden van non-respons. In hoofdstukken 4 en 5 zal duidelijk worden dat
door een geschikt gekozen strategie de negatieve invloed van non-respons

verminderd kan worden.

Het Stochastisch Responsmodel wordt, zij het meestal niet onder die
naam, veelvuldig toegepast in de literatuur. Platek en Gray (1980) passen
dit model met name toe bij procedures voor het invullen van waarden voor
ten gevolge van non-respons ontbrekende waarnemingen. Sirndal en Hui
(1980) gebruiken de responskansen als wegingsfactoren in een regressiemodel
dat de doelvariabele relateert aan hulpvariabelen. Lindstrtm e.a. (1979)
wegen deelpopulatieschattingen met behulp van de responskansen. Anderson
(1979) onderzoekt ondermeer het gedrag van de quoti¥ntschatter en poststra-

tificatie binnen het model.

Definitie 3.4.4.

Het Vaste Responsmodel associeert met ieder element k in de populatie U een

responsindicator Ry, die slechts de waarden 0O en 1 aanneemt: Ry=1 geeft aan
dat het betreffende element k zal responderen als het in de steekproef ge-—
trokken wordt, en Ry =0 betekent dat k bij selectie in de steekproef niet

zal responderen.

Merk op dat er een wezenlijk verschil is tussen de responsvariabele I (ge-
definieerd in 3.4.1) en de responsindicator Ry. De responsvariabele i is
een stochastische variabele die aangeeft of een element in de steekproef al
dan niet zal responderen. Ry daarentegen geeft aan of een element in de
populatie zal responderen of niet (ongeacht of deze in de steekproef is ge-
trokken). Bij het Vaste Responsmodel wordt de populatie U gesplitst in een
responsstratum (alle elementen k met Ry=1) en een non-responsstratum

(alle elementen k met Rk-O)- Bij het Vaste Responsmodel zullen soms de
indices r en nr gebruikt worden om grootheden aan te duiden die betrekking

hebben op het responsstratum, respectievelijk het non-responsstratum.
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De omvang N. van het responsstratum is gelijk aan

No- IR . (3.4.6)

De omvang van het non-responsstratum is Npr=N-N.. In het Vaste Responsmodel
wordt het wel of niet responderen van een element niet meer bepaald door
een kansmechanisme. Teneinde de theorie ten aanzien van beide modellen op
uniforme wijze te kunnen afleiden wordem toch responskansen ingevoerd. Dit
zijn echter wel gedegenereerde responskansen, want ze kunnen alleen de
waarden O en 1 aannemen. Immers, alle elementen in het responsstratum zul-
len wet zekerheid responderen, zodat hun responskans 1 is. De elementen in
het non-responsstratum zullen zeker niet responderen, zodat hun responskans

0 is. Voor het Vaste Responsmodel geldt dan de fundamentele relatie

Pr, =1) =g =R, . (3.4.7)

In analogie met relatie (3.4.5) kan ook voor het Vaste Responsmodel een ge-

wogen gemiddelde responskans uitgerekend worden. Deze ig gelijk aan

- 1 N
p==3I 3 , (3.4.8)
D=l E k

waarbij % de insluitverwachting van element k. Zijn de insluitverwachtin-

gen alle hetzelfde dan reduceert (3.4.8) tot het ongewogen gemiddelde

_ 1 N Nr

p== 1 = —_, (3.4.9)
N k=1 Rk N

Gezien de betekenis van relatie (3.4.7) is het wellicht beter om in dit

model te spreken over de fractie respondenten of over de fractie respons in

de populatie in plaats van over de gemiddelde responskans.

We richten ons in deze studie speciaal op het schatten van een popula-
tiegemiddelde Y. Naast dit populatiegemiddelde Y van de doelvariabele zul-
len we ook gebruik maken van het gemiddelde ?} van deze variabele in het

responsstratum,
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N
T RkYk . (3.4.10)

= 1
e "W
r

k=1

en het gemiddelde van deze variabele in het non-responsstratum:

N
= 1
an =5 3 (I-Rk)Yk . (3.4.11)
nr k=1

De notaties consequent doorvoerend, zijn de aangepaste stratumvarianties
geli jk aan

N

2 1 = .2

Sr il e I Rk(Yk_Yr) , (3.4.12)
r k=l

en

2 1 N = <3

2 =t T ARy T O (3.4.13)
nr k=1

Het verschil tussen de waarde van de parameter van het responsstratum en
het non-responsstratum wordt het kontrast K genoemd. Voor een gemiddelde

betekent dit dat K gegeven wordt door:

= =X . L4014
4 Yr an (3.4.14)
Merk op dat men alleen in het Vaste Responsmodel over het kontrast kan
spreken en niet in het Stochastische Responsmodel. Daar is immers geen
stratum van respondenten of non-respondenten gedefinieerd zodat de waarden

fr en an geen betekenis hebben.

Het Vaste Responsmodel vindt zijn toepassing niet zo zeer bij de opzet
van steekproefonderzoek, als wel in de analyse van het binnengekomen mate-
riaal. Het uiteindelijke wel of niet responderen van een element wordt
bepaald door een groot aantal factoren die deels te maken hebben met het
onderzoek (onderwerp, inhoud van de vragen, wijze van vragenstellen, ge-

slacht van de enquéteur, tijdstip van het bezoek, enz.) en deels met de
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persoonli jke omstandigheden van de te ondervragen persoon (vermoeidheid,
ziekte, visite, niet thuis, ongeInteresseerdheid, enz.). Op het moment dat
al deze factoren vastliggen, ligt ook het responsgedrag vast: er z1ijn dan
slechts respondenten en non-respondenten. De steekproef wordt geacht uit de
aldus gevormde populatie van respondenten en non-respondenten te zijn ge-
trokken. De onderzoeker weet echter niet van te voren welke elementen in
welk stratum zitten, zodat pas in het veld blijkt welke elementen responde-
ren. De toepassing van de theorie van het Vaste Responsmodel op concrete
gegevens zal aanwijzingen kunnen geven over deelverzamelingen van elementen
waarbinnen de non-respons aanleiding kan geven tot problemen. Daaruit kun-
nen consequenties worden getrokken over te nemen maatregelen ter oplossing
van deze problemen. Hierop is onder andere een criterium voor na-enquéte

(herbezoek) gebaseerd dat in hoofdstuk B behandeld wordt.

Het Vaste Responsmodel wordt veelvuldig toegepast in de literatuur. Cri-
terium voor toepassing is vaak niet het doel waarvoor het gebruikt wordt,
maar de eenvoud van de afgeleide formules. Lindstrim e.a. (1979) gebruikt
dit model om de effecten van een aantal methoden ter compensatie van de mon-
respons te onderzoeken. Thomsen (1973) gaat na in hoeverre gewogen deelpo-
pulatieschattingen het non-responsprobleem verminderen. Cochran (1977) be-
schrijft binnen dit model hoe door het hanteren van een tweefasensteekproef
iets aan het non-responsprobleem kan worden gedaan. De mogeli jke invloed
van non-respons op een prijsindexcijfer kan aan de hand van dit model

worden gekwantificeerd.

Het Stochastische Responsmodel verschilt van het Vaste Responsmodel door
de stochastiek die de respons bepaalt. Bij het Vaste Responsmodel ligt het
responsgedrag van de elementen al vast, voérdat de steekproeftrekking
plaatsvindt. Bij het Stochastische Responsmodel wordt het responsgedrag
eerst bepaald nadat de steekproef 1s getrokken. Het Vaste Responsmodel kan
worden opgevat als een Stochastisch Responsmodel waarbij de theorie condi-
tioneel op de gerealiseerde respons en non-respons wordt uitgewerkt. Het
Vaste Responsmodel heeft dan ook uitsluitend betrekking op een concrete
situatie terwijl het Stochastische Responsmodel de mogeli jkheid in zich
heeft om met allerlei responsstructuren rekening te houden. Men kan zeggen
dat het Stochastische Responsmodel zich ook wat dichter bij de werkeli jk-
heid bevindt: het al dan niet responderen is iets wat niet bij voorbaat al
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een schatter voor deze variantie af te leiden. We geven nu eerst de defini-
tie van deze schatter voor de ideale situatie zonder non-respons. Daarna
gaan we in op de situatie waarin de klassieke theorie niet voorziet, name-

11 jk het optreden van non-respons.

Definitie 4.1.1.

Stel de steekproef 5-(91’52""'5N) is getrokken met insluitverwachtingen
'1"2"""N' Dan is de Horvitz-Thompson schatter
Y van de doelvariabele gedefinieerd als

Yyp voor het gemiddelde

N
- 1
Tyr E-kfl EkYk/'k . (4.1.1)

De Horvitz-Thompson schatter voor Y is een zuivere schatter met variantie

_ N N Y ¥,
V(yym) = I I (®m =-WW)——. (4.1.2)
i k=1 =] Kk = k t

Zie voor het bewijs hiervan Horvitz en Thompson (1952).

Merk op dat we hier schatter en variantie geven in termen van insluit-
verwachtingen in plaats van insluitkansen. De definitie is dus algemener
dan die van Horvitz-Thompson. Toch zullen we deze schatter en verdere uit-

breidingen ervan steeds de Horvitz-Thompson schatter blijven noemen.

Voor de hier te behandelen steekproefontwerpen is de Horvitz-Thompson
schatter consistent. Daarmee bedoelen we dat voor een toenemende steek-
proefomvang de verwachting steeds dichter komt te liggen in de buurt van de
te schatten parameter en bovendien de variantie van de schatter naar nul
gaat. Consistentie van de Horvitz-Thompson schatter hangt af van de aard
van de tweede orde insluitverwachtingen. Robinson (1982) beschrijft hoe

voor elk steekproefontwerp de consistentie gecontroleerd kan worden.

In de hier te behandelen situaties geldt dat zowel de variantie V(EHT)

van de Horvitz-Thompson schatter EET voor ?, als de covariantie
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§.1.2. De Horvitz-Thompson schatter onder non-respons

Teneinde het verschijnsel non-respons in de theorie te kunnen opnemen wordt
nu een algemenere definitie van de Horvitz-Thompson schatter gegeven. Deze
definitie sluit aan bij de manier waarop de schatter gebruikt wordt indien
de opgetreden non-respons genegeerd wordt, dat wil zeggen de schatter is

slechts gebaseerd op de uiteindelijk verkregen waarnemingen.

Definitie 4.1.2.

De Horvitz-Thompson schatter voor het populatiegemiddelde Y is onder het

optreden van non-respons gedefini¥erd als

= 3 Y,/ (4.1.5)
Ygp = anY /% -1
HT " o 1 KKK K
waarin
»-i i a1, (4.1.6)
k=1

waarbi j Iy de responsindicator (zie definitie 3.4.1) en 8, het aantal
malen dat element k in de steekproef is getrokken. We kunnen deze definitie
als volgt intultief aannemeli jk maken. Willen we een zuivere schatter
krijgen, dan moet de waargenomen Yy gedeeld worden door de kans dat hij kan
worden waargenomen, en deze kans is gelijk aan pym.. De insluitverwachting
# kennen we, maar de responskans p, niet. Bij gebrek aan verdere informa-
tie over p, schatten we deze waarde met een schatting voor de gewogen
gemiddelde responskans p, en m is een zuivere schatter van p. Er geldt

nameli jk dat

N N N
E(m) = E(:‘T I oar) - :—T T (aE(s)) -% I g% = B (4.1.7)
k=1 k=1 k=1

Dat hier gekozen is voor i in plaats van i, zoals gedefinieerd in (3.4.3),
heeft te maken met het feit dat we niet zo zeer een schatting willen hebben

voor alle p 's in de populatie, maar voor de p's voor zover ze behoren tot
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de steekproefelementen. De grootheid i is een zuivere schatter voor het ge-
middelde van de p,'s in de steekproef; E is een zuivere schatter voor het
gemiddelde van de p.'s in de populatie. In hoofdstuk 7 wordt bij de daar
behandelde theorie wel van E gebruik gemaakt. Wellicht ten overvloede kan
nog toegevoegd worden dat voor steekproefontwerpen waarbij de insluitver-
wachtingen voor alle elementen hetzelfde zijn, er geen verschil bestaat

tussen m en r.

Bovenstaande definitie 4.1.2 bevat de traditionele Horvitz-Thompson
schatter als speciaal geval. Als elk element respondeert, krijgen alle res-
ponsvariabelen de waarde 1 en gaat (4.1.5) over im (4.1.1).

Een probleem dat zich bij schatter (4.1.5) kan voordoen is dat de waarde
ervan onbepaald kan zijn. Immers, als geen enkel element in de steekproef
respondeert, is er geen enkele waarmeming beschikbaar (m=0, zie ook
(3.4.1)) en kan de waarde van i;T dus niet bepaald worden. In de theorie
zullen we deze, in de praktijk niet voorkomende, situatie uitsluiten. Dit
gebeurt door de theorie op te bouwen onder de voorwaarde dat de steekproef

altijd minstens 1 responderend element bevat.

In de praktijk is dit geen onredelijke voorwaarde. Zi]j Ka de verzameling

volgnummers die in steekproef a geselecteerd wordt. Dan is

Pm=0) =ZIp(a) 1 (1- pk) . (4.1.8)
k€K

Liggen de responskansen niet te ver uiteen, dan kunnen we het produkt in

(4.1.8) benaderen door (1-5)", zodat bij benadering geldt

P(m=0)=(1-p" (4.1.9)

Voor een niet te grote steekproefomvang van n=100 en een realistische waar-

de van p=0,8 1s de waarde van (4.1.9) ongeveer gelijk aan oo,
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4.1.3. Eigenschappen van de Horvitz-Thompson schatter onder non-respons

We zijn nu in staat om de verwachting van de Horvitz-Thompson schatter

onder non-respons te benaderen.

Stelling 4.1.1.

—%
De verwachting van de Horvitz-Thompson schatter Yy Vvoor het populatiege-

middelde Y kan onder het Stochastische Responsmodel worden benaderd door

- - - *
E(yyy) = Y (4.1.10)
waarin
N oY
-
¥ .:‘_ T i_“ (4.1.11)
k=1

Zie voor het bewijs van stelling 4.1.1 appendix A.

De Horvitz-Thompson schatter zal onder het optreden van non-respons alleen
-k -

dan zuiver zijn indien Y =Y. In het algemeen zal dit niet het geval zijn.

De vertekening is gelijk aan

-% =% - 1 N pk
B(ZHT)-Y 2T=2 T ‘Ik[_—-l] . (4.1.12)
k=1

Op het eerste gezicht 11jkt de vertekening niet van het steekproefontwerp
af te hangen. We dienen ons echter te bedenken dat de insluitverwachtingen

verwerkt zijn in het gewogen gemiddelde p van de responskansen:
N
p= i I ownn waarbi § LY de insluitverwachting van element k. Indien de
P =1
responskansen van alle elementen gelijk zijn dan is de vertekening gelijk

aan nul en is de Horvitz-Thompson schatter ook in de aanwezigheid van non—

respons zuiver.
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Definitie 4.1.3.

De Horvitz-Thompson schatter voor het populatiegemiddelde Y is onder het

Vaste Responsmodel gelijk aan

- 1
Tom—t T e ¥ e (4.1.16)
HT N3 kek H % Mk 0

waarin k-(kle-li.

[[-N]
L]
l:l]r-d

I a (4.1.17)
ker K

en N, het aantal elementen in het responsstratum van de populatie. De ver-
wachting van de schatter wordt afgeleid in stelling 4.1.4.

Stelling 4.1.4.
De verwachting van de Horvitz-Thompson schatter, zoals gedefinieerd in

(4.1.16) kan worden benaderd door

O
Blggp) = ¥ ' (4.1.18)

waarbij onder het Vaste Responsmodel

Y =Y /a (4.1.19)
en
I . (4.1.20)
k€R b
Zie voor het bewijs appendix A.

Vervolgens geven we in twee stellingen de variantie van de schatter voor
steekproeven mét en zénder teruglegging. De invloed van het al dan niet
terugleggen van elementen op de variantie van de schatter blijkt duideli jk

uit deze twee stellingen.
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Stelling 4.1.5.

Voor steekproeven zonder teruglegging kan de variantie van de Horvitz-
=% -
Thompson schatter Yyr voor het populatiegemiddelde Y onder het Vaste Res-

ponsmodel worden benaderd door

—*
Y N 42
=% . k £
V(yHT) s )2 I ‘l.k(l 'I'k)[;:- = ] +
TE
TN s
k 3 L : 9
T I (7 ,-m.7) .....-—-—-][Y—-- ] " (4.1.21)
KR LeR kt k¢t Y n N n

k#L

Zie voor het bewijs appendix A.

Stelling 4.1.6.

Voor steekproeven met teruglegging is de variantie van de Horvitz-Thompson
—* =

schatter Tyr Vvoor het populatiegemiddelde Y onder het Vaste Responsmodel

geli jk aan

. L f*]z (4.1.22)
- T ’ : .
n(NiTr)z keR k. T

7 —*
()
waarin ;r het gemiddelde van de trekkingskansen in het responsstratum is.

Zie voor het bewijs van deze stelling appendix A.

In hoofdstuk 3 is al duidelijk geworden dat daar waar schatters onzuiver
zijn de gemiddelde kwadratische fout beter gehanteerd kan worden als maat
voor de nauwkeurigheid van de schatter. De gemiddelde kwadratische fout van
de schatter i;T wordt verkregen door bij de variantie (4.1.13) het kwadraat
van de vertekening (4.1.12) op te tellen. Nadere beschouwing wijst op een
belangri jke consequentie van het optreden van non-respons: Voor een toene-
mende steekproefomvang nadert in de meeste gevallen de variantiecomponent
tot nul. De vertekening is niet afhankelijk van de steekproefomvang. Bij

een toenemende steekproefomvang zal de vertekeningscomponent dus niet wille-
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keurig klein worden. Door verhogen van de steekproefomvang kan een schatter
daarom niet willekeurig nauvkeurig worden gemaakt. Het valt eenvoudig in te
zien dat voor de gemiddelde kwadratische fout altijd geldt dat

C(p) > By = (- TH7 . (4.1.23)

Worden schatters vereist met een grotere nauvkeurigheid dan aangegeven in
(4-1.23), dan zal er iets aan de vertekening van de schatter moeten worden
gedaan. In de volgende paragrafen zullen we nagaan in hoeverre enkele be-

staande steekproefontwerpen hiertoe kunmnen bijdragen.

4.2. De enkelvoudige aselecte steekproef

4.2.1. Volledige respons

De enkelvoudige aselecte steekproef zonder teruglegging is het resultaat
van het eenvoudigste steekproefontwerp. Dit ontwerp staat het dichtste bij
wat we intultief onder het trekken van een steekproef verstaan: ieder
element in de populatie heeft dezelfde kans om in de steekproef getrokken
te worden, en er wordt geen gebruik gemaakt van hulpinformatie. Aangezien
elk element dezelfde insluitkans bezit en deze tot n moeten sommeren, be-

tekent dit dat

n
AR (4.2.1)

voor k=1,2,...,N. De Horvitz-Thompson schatter EHT voor het populatiegemid-

delde ¥ krijgt dan zonder het optreden van non-respons de eenvoudige vorm

N
I

M~
n
=N L

2 8,Y, - (4.2.2)

De schatter is gelijk aan het gemiddelde van de verkregen waarnemingen. De
schatter is uiteraard zuiver. Zijn variantie wordt verkregen door invullen

van de insluitkansen (4.2.1) in (4.1.2):
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(4.2.3)

- 1-f 2
V) =58 »

waarbij f=n/N de steekproeffractie is en s de aangepaste populatievarian-

tie.

4.2.2. Non-respons

Treedt er non-respons op, dan gaan we over op de meer algemene vorm
(4.1.5). Invullen van de insluitkansen (4.2.1) in deze relatie levert:

N
I mEt (4.2.4)

|H

—* *

Ye =3 *
HE n k=1

waarbi j §ri gkgk/n- Deze schatter is gelijk asan het gemiddelde van de res-
ponderende elementen. De schatter is niet noodzakeli jk zuiver. De verteke-

ning is volgens (4.1.12) gelijk aan
- 4 - 1 ¥ Px £
B(IHT) =1 -3=g I Yk(:_ =1y 5 (4.2.5)
k=1 [
waarbij in dit geval p=p. Uit het bovenstaande is het duidelijk dat de

vertekening verdwijnt als alle responskansen gelijk zijn. Immers, dan is

pk-B voor k=1,2,...,N

Voor de enkelvoudipe aselecte steekproef kunnen we (4.2.5) herschrijven als

B(Ian) = & 3 1 - Bk, (4:2:6)
HT N k =

k=1 P
De vertekening bestaat uit twee componenten: de verschillen tussen de ele-
menten wat betreft de doelvariabele Y en de verschillen in responskans. Aan

(4.2.6) kunnen we zien dat de vertekening geringer zal zijn naarmate de
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waarden van de doelvariabele minder vari¥ren. Zouden alle uaaréen gelijk
zijn dan geldt Yk-? voor k=1,2,...,N zodat B(E;T)-O- De vertekening is
groot in positieve zin als positieve afwijkingen van de waarde van de doel-
variabele gepaard gaan met relatief grote responskansen en kleine waarden
met relatief kleine responskansen. De vertekening is groot in negatieve zin
als negatieve waarden samenvallen met grote responskansen en kleine en )
positieve waarden met kleine responskansen. De omvang van de vertekening
wordt ook bepaald door de grootte van de gemiddelde responskans. Naarmate

? kleiner is, kan de vertekening groter zijn.

Stellimg 4.2.1.

Voor enkelvoudige aselecte steekproeven zonder teruglegging kan de varian-
tie van de Horvitz-Thompson schatter voor Y onder het Stochastische

Responsmodel benaderd worden door

(4.2.7)

Het bewijs staat in appendix A. Zijn alle responskansen even groot, dan
gaat de eerste term in (4.2.7) over in de variantie van een enkelvoudige
steekproef zonder non-respons. De tweede term kan worden opgevat als de
eftra variantiebi jdrage die optreedt doordat het aantal beschikbare waar-
nemingen door een kansmechanisme wordt bepaald. Deze factor verdwi jnt

indien alle responskansen gelijk zijn aan 1.

4.2.3. Vaste Responsmodel

Vervolgens gaan we kijken hoe de situatie wordt onder het Vaste Respons-
model. Door invullen van p=Ry, (zie 3.4.6) wordt de gemiddelde responskans

gegeven door

N N
I R - N—' : (4.2.8)
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De gemiddelde responskans in dus gelijk aan de relatieve omvang van het

-
responsstratum. De verwachting van kan geschreven worden als
Iyt

—%

—% - 1 N
Eygy) =Y =§ I

Y
Y, =-L =Y (4.2.9)
k=1 r k=1 "k L

waarin Yr het totaal en ir het gemiddelde van de doelvariabele in het res-
ponsstratum. De vertekening wordt dan simpelweg verkregen door van (4.2.9)

Y af te trekken:

N
B(igy) =¥, - T =23 -F )=k, (4.2.10)

waarin Q!Nnr/N de relatieve omvang van het non-responsstratum en K het kon-
trast, zoals gedefiniterd in (3.4.13). Ook hier zien we weer dat de ver-
tekening door twee factoren wordt bepaald: kontrast en omvang van de non-
respons. Het kontrast geeft aan in hoeverre de elementen in het respons-
stratum gemiddeld afwijken van de elementen in het non-responsstratum: Hoe
groter het kontrast is, des te groter de vertekening. Bij een gegeven kon—.

trast is de vertekening evenredig met de omvang van het non-responsstratum.

Stelling 4.2.2.

Voor enkelvoudige aselecte steekproeven zonder teruglegging kan de varian-
tie van de Horvitz-Thompson schatter voor Y onder het Vaste Responsmodel

benaderd worden door

N .2 1-f t = 2

V(zm) = (N ) =~ 5T 5, (4.2.11)

%
waarbi j Si is gedefinieerd in (3.#.11@.

Het bewijs staat in appendix A. De variantie van de schatter wordt door
twee factoren bepaald: de homogeniteit van het responsstratum en de omvang
van het responsstratum. Een homogeen responsstratum geeft een kleine
variantie, terwijl een klein responsstratum de variantie verhoogt. Optellen
van (4.2.11) bij het kwadraat van de vertekening (zie 4.2.10) geeft de ge-

middelde kwadratische fout. Uiteraard kan ook hier weer geconstateerd wor-







































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































